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Proélogo

Esta obra esta disenada para ser una introducciéon a la optimizaciéon no
lineal con restricciones, presentando tanto los aspectos tedricos como numé-
ricos, a través de la modelacion matematica de algunos problemas sencillos
que se presentan en el mundo real como el problema del portafolio de ac-
ciones. Los ejemplos se han seleccionado no s6lo con un afan ilustrativo sino
para motivar al alumno al estudio de algunos temas particulares como la
programacion convexa.

Los antecedentes que se requieren son calculo diferencial de varias varia-
bles, un buen curso de algebra lineal que incluya formas cuadréaticas y vectores
y valores propios de matrices simétricas, y un primer curso de analisis numé-
rico. En el primer capitulo se presentan algunos problemas de optimizacion
y su modelaciéon matematica; en el capitulo 2 se dan condiciones necesarias
y suficientes para que un problema de optimizaciéon no lineal con restriccio-
nes de igualdad admita una solucién y las correspondientes para el caso de
restricciones de desigualdad, las llamadas condiciones de Kuhn-Tucker. Por
ultimo, en el capitulo 3 se presentan el método de gradiente proyectado para
problemas con restricciones lineales de igualdad y desigualdad y el método de
Wolfe para transformar un problema de programaciéon cuadrética con restric-
ciones lineales en un problema de programacion lineal. Cada capitulo cuenta
al final con una lista de ejercicios.
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Capitulo 1

Modelos de optimizaciéon

1.1. Introducciéon

Los adelantos en la computacién permiten actualmente a los cientificos
estudiar sistemas fisicos, biologicos y sociales cada vez més complejos. La
modelaciéon matemética es una herramienta sencilla, sistematica y poderosa
para manejar la numerosa informacion que se requiere para entender dichos
sistemas. A partir de la segunda mitad de este siglo, se han multiplicado las
ramas del conocimiento que usan la modelacién matematica como parte de
su metodologia. Las aplicaciones de esta ciencia son numerosisimas: desde el
estudio de las proteinas hasta el transito aéreo; desde el manejo de acciones en
una casa de bolsa hasta la predicciéon de resultados en una elecciéon popular.

. Qué es un modelo?

Por qué los anillos de Saturno no caen sobre este planeta? Piense un
momento; ahora intente reconstruir los pasos que usted siguié para responder
a la pregunta. Posiblemente, lo primero que hizo fue imaginar a Saturno con
sus anillos. Imaginar es una forma de ver con la mente. Después, a lo mejor,
penso que algo en comun tienen la luna y la tierra y Saturno y sus anillos; por
altimo, concluy6 que la fuerza gravitacional debe jugar un papel importante
en la explicacion.

JImaginé un anillo, dos o tres? ; Eran solidos, con espesor, o densas nubes
de polvo? Cada lector se representara a Saturno de una manera diferente. La
imagen que nos venga a la mente es producto de los conocimientos que se
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hayan acumulado desde la primaria y de la imaginacion que se tenga; de ella
dependera su explicaciéon sobre al hecho de que los anillos no caigan sobre
Saturno. Cada representacion aproximada de Saturno y sus anillos es un
modelo mas de este sistema.

La palabra modelo sera usada en este articulo en un sentido mas amplio
que la definicién del pequeno Larousse: Objeto que se reproduce imitando
a otro objeto o representacion a escala de un objeto. Entenderemos aqui
por modelo a una representacion, por medio de un objeto, imagen, simbolo o
concepto, de otro objeto o de un proceso fisico, biologico, econdémico, etcétera.
Establecer modelos forma parte del método cientifico que se ha usado desde
el Renacimiento para generar conocimiento en Occidente y se debe entre
otros a Bacon, Galileo y Descartes. A continuaciéon presentamos a grandes
rasgos y en forma esquemaética por medio de la Figura 1.1 en que consiste
este método. Este diagrama fue tomado de un articulo que escribié Diego
Bricio Hernandez, ver [5].

El primer paso es observar el fendmeno que nos interesa. Con esta informa-
cion y los conocimientos previos que tengamos se propone alguna explicacion
o conjetura. Esta para convertirse en conclusiéon debe ser comprobada por
medio de experimentos o probada por medio de un razonamiento légico. Si
se confirma la conjetura se sigue la flecha que dice si y ésta se incorpora
al resto del conocimiento que se tenga sobre el objeto de estudio. En caso
negativo, se sigue la flecha no, y se modifica la conjetura o se revisa la vali-
dez de los conocimientos aplicados. Los conocimientos previos que haya en el
tema forman el marco teérico en el que se inscribe el problema. Modelar es el
vehiculo que nos permite pasar de la etapa de la formulacion de la conjetura
al establecimiento de la conclusion. Es muy importante antes de proponer
un modelo, entender bien el problema con el fin de seleccionar las variables
que intervienen y las relaciones esenciales entre éstas. De esta forma se pro-
pone un modelo lo més sencillo posible, sin que la simplificacién trivialice el
problema. En ocasiones hay que considerar casos particulares para obtener
soluciones analiticas o asintoticas que den lugar a resultados cualitativos para
entender mejor en que consiste el problema original. No sélo sirve un modelo
para establecer conclusiones, también es indispensable para predecir el com-
portamiento del sistema que se observa o para optimizar su comportamiento.
[lustremos estas ideas por medio de Saturno y sus anillos.
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Figura 1.1. Diagrama estructural del método cientifico

Desde la época de Galileo se habia observado que el comportamiento
de Saturno era distinto al de otros planetas. En esos anos, el alcance de
los telescopios era demasiado corto para distinguir con nitidez a los anillos
por lo que las observaciones dejaban mucho que desear. Con base en sus
observaciones, Galileo concluyd que la posicion de Saturno estaba ocupada
por tres planetas: el mayor colocado en medio con dos apéndices pequenos a
sus lados. Durante los siguientes 50 anos, los astréonomos no encontraron una
explicacion adecuada de lo que pasaba; jhasta llegaron a concebir a Saturno
como una taza con dos asas! La busqueda de una explicacién plausible se
veia obstaculizada por el hecho de que la visibilidad de Saturno y sus anillos
depende de la posiciéon que tenga la orbita de la tierra respecto a la de este
planeta. En ocasiones los anillos no son visibles mientras que en otras se ven
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totalmente abiertos. En 1655, las leyes de Kepler y el incremento en la calidad
de las observaciones permitié a Christian Huygens concluir la existencia de
un anillo delgado y plano que sin tocar a Saturno, lo rodeaba. En 1675,
las observaciones de Cassini lo obligaron a rechazar esta idea y proponer
otro modelo que consistia de dos anillos: uno externo y poco brillante y otro
interior muy brillante, divididos ambos por una linea obscura. Hasta 1850,
usando el telescopio del observatorio de Harvard, Bond descubrié que los
anillos eran tres y no dos.

La explicacion de la naturaleza de los anillos y su comportamiento fue
siempre a la par con la representacion de Saturno. Fue el descubrimiento del
tercer anillo didfano, semitransparente y polvoriento que sugiri6 a Maxwell
en 1857 que los anillos consistian de miles de particulas orbitando alrededor
de Saturno. Esta idea es muy cercana al modelo actual y ha sido corroborada
por los datos que ultimamente han enviado las sondas norteamericanas.

. Qué tan bueno es un modelo? Su bondad depende de qué tan bien cumpla
con los objetivos que se buscaban al plantearlo. Por ejemplo, si proponemos
un modelo que considere a los anillos como soélidos, tendremos problemas;
pues Laplace demostrd, en 1785, que en ese caso los anillos caerfan irreme-
diablemente sobre Saturno, por lo que nuestro modelo no describe bien el
comportamiento de este planeta. El modelo y las conclusiones que respecto
a él se infieran, estan estrechamente ligadas. Por ello establecer modelos es
un proceso dindmico; se les modifica a medida que se tienen mejores obser-
vaciones.

Distintas clases de modelos

L Qué clase de modelos podemos tener? Muy diversos: los hay anélogos
que simplemente imitan al objeto de estudio modificando su escala como la
maqueta de una casa o del sistema solar; hay modelos diagramaticos que a
través de una imagen, un dibujo o un diagrama describen al objeto de estudio,
como la Figura 1 de este articulo, y modelos conceptuales, que recurren
a ideas para representar, como los modelos matemaéticos. Varias clases de
modelos pueden intervenir en la generaciéon de un conocimiento.

Intentar definir lo que es un modelo matematico es una empresa dificil.
Ademas de las conocidas trampas de lenguaje a las que se enfrenta uno, siem-
pre se corre el riesgo de ser poco preciso y muy ambicioso. Una propuesta
seria la siguiente: un modelo matematico es una representaciéon abstracta ex-



1.1. INTRODUCCION 11

presada en lenguaje matemético de un proceso, fenémeno o sistema fisico,
biologico, econémico, social, etcétera. ; Cémo se plantea un modelo matemati-
co? Tlustrémoslo obteniendo la trayectoria que sigue una bala al ser disparada
por un canoén.

Supongamos que un canén forma un angulo de 30° respecto al suelo y
que una bala con una masa igual a uno es lanzada, en el tiempo ¢ = 0, desde
el origen con una rapidez que denotaremos como vy de 1000 m/seg. Haremos
algunas suposiciones antes de establecer el modelo con objeto de simplificar
el planteamiento del mismo: asumamos que es un dia claro y sin viento, lo
que nos permite suponer que la bala se movera en un plano y supongamos
también que la friccion del aire no es significativa.

Nos interesa determinar el tipo de curva que describe la trayectoria del
misil a lo largo de todo tiempo ¢t que dure su movimiento, por lo que las
incognitas del problema son los puntos del plano (z(t),y(t)). Debemos en-
contrar una relacién que nos permita ligar la informaciéon que tenemos como
el angulo de tiro y la rapidez inicial, que son los datos del problema, con
x(t) y y(t). Por medio del angulo de tiro y de la rapidez inicial podemos
obtener para el tiempo t = 0, una velocidad en la direccién horizontal y una
velocidad en la direccion vertical que denotaremos como v,(0) y v,(0), res-
pectivamente. Esto se hace usando las siguientes expresiones que se obtienen
con trigonometria

v(0) = vp cos 30° = 866.025 y v,(0) = vy sen 30° = 500.

Para establecer el modelo matematico apliquemos la fisica que aprendimos
en la preparatoria: por hipotesis la fuerza gravitacional es la tinica fuerza que
afecta a la velocidad inicial; esta fuerza también se puede descomponer en
una componente horizontal y otra vertical. La horizontal es cero mientras que
la vertical es de —9.8 porque empuja a la bala hacia el suelo. Por lo tanto,
la velocidad horizontal es la misma a lo largo del movimiento de la bala, asi
que la distancia recorrida en la direcciéon x al tiempo t es

2(t) = v,(0) t = 866.025 t. (1.1)

En el caso del movimiento vertical, ésta se ve afectada por la componente
vertical de la fuerza gravitacional, por lo que v,(t) = v,(0) —9.8 t y

9.8
y(t) = 500t — 7#. (1.2)
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De esta forma hemos determinado a xz(t) y y(t) pero, jqué trayectoria
sigue la bala? Para ello, despejemos de (1.1) la variable t, ¢t = x/866.025 y
substituyamos en la ecuacion (1.2)

500 T
_4
366025~ ~ 4366025

y(z) = . (1.3)

Esta es la ecuacion de una parébola con vértice en (44187.203,12755.74).
Para determinar el alcance del canén, se calcula la abscisa x para la cual la
altura es cero, o sea y = 0; igualando (1.3) a cero se tiene que

T (500 4.9
866.025 866.025

x) =

La altura es cero en la posicion inicial y cuando x = 88, 367.34 m. Observemos
que este mismo analisis se puede hacer para cualquier velocidad inicial y
cualquier angulo de tiro. Las expresiones (1.1) y (1.2) sintetizan el modelo
matematico que describe la trayectoria de una bala.

Distintos tipos de modelos matematicos

A pesar de que cualquier intento de clasificacion tiene el inconveniente de
ser esquematico y reduccionista, con objeto de que la presentacion de lo que
es un modelo matematico sea lo méas sencilla posible, adoptaremos la clasi-
ficacion que sugiere Mark Meerschaert en su libro Mathematical Modeeling,
véase |7]. Segtn él, la gran mayoria de los modelos matematicos pertenecen
a una de las siguientes categorias: modelos de optimizacién, modelos dina-
micos y modelos probabilisticos. Un modelo dinamico es aquel que depende
del tiempo, como el ejemplo anterior; el probabilistico es aquel en el que hay
incertidumbre y, por tltimo, un modelo de optimizacién consiste en deter-
minar el valor 6ptimo de un grupo de variables. La realidad es sumamente
compleja por lo que al tratar de modelarla se requiere combinar distintos
tipos de modelos a la vez.

Problemas que involucren el determinar el 6ptimo de una funcién apare-
cen muy frecuentemente cuando se hace un modelo matemético. No importa
qué tipo de problema se esté estudiando, siempre se desea maximizar los be-
neficios y minimizar los riesgos: empresarios tratan de controlar las variables
con el fin de maximizar sus ganancias y de reducir los costos. Las personas
que trabajan en la explotacién de los recursos renovables como pesquerias o
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bosques tratan de encontrar un equilibrio entre obtener la méxima ganancia
y la conservacion de recursos. Los bioquimicos buscan reducir los efectos co-
laterales de nuevos medicamentos. Todos estos problemas tienen en comin
que se busca controlar ciertas variables para obtener el mejor resultado.

1.2. Algunos modelos de optimizaciéon

Los modelos de optimizacion buscan determinar el valor de las variables
independientes, sujetas éstas en muchos casos a restricciones, que maximizan
o minimizan el valor de una funciéon. A continuaciéon se presentan varios
modelos de optimizacion.

Optimizacién lineal con restricciones

Una compania empacadora de fruta busca maximizar la ganancia que
obtiene de la venta de latas de pina, mango y guayaba. Supongamos, para
simplificar el problema, que la compania vende todo lo que produce por lo
que busca optimizar su produccién en lo que se refiere a la utilizacion de la
maquinaria. Cuenta con tres maquinas: la maquina A que limpia la fruta, la
méquina B que cuece la fruta y la maquina C que la enlata. Las maquinas
no pueden trabajar 24 horas en forma continua, cada dia varias horas deben
consagrarse a su mantenimiento. Supongamos que la méaquina A trabaja 8
horas al dia, la B 10 horas y la C 12 horas. Para producir un lote de mango,
que consiste de 100 latas, de se requiere tres horas de la maquina A, 3 horas
de la maquina B y 4 horas de la maquina C; para producir un lote de pina se
requiere 4 horas de la A, 2 horas de la B y 4 horas de la C y, por ultimo, para
un lote de guayaba se requiere 2 horas de la A, 2.5 horas de la B y 4 horas
de la C. El costo de un lote de mango es de $1000.00, de pina $900.00 y de
guayaba $850.00. ;Cuéantos lotes de cada una de las frutas deben producirse
para obtener el maximo de ganancia si los lotes se venden al doble del costo?

Para construir un modelo matemaético observemos primero que las incog-
nitas de nuestro problema son el numero de lotes de cada fruta que deben
producirse. Como la unidad de producciéon es el lote denotemos con x el
numero de lotes de mango, con y el de pina y con z el de guayaba. A conti-
nuaciéon notemos que la ganancia, que denotaremos con la letra GG, depende
de la venta total y ésta estd dada por la suma de las ventas de cada fruta
que, a su vez, se calcula, multiplicando el ntimero de lotes por el precio de
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venta. Asi que G depende de z, y y 2z de la siguiente forma:

G(z,y, z) = 2000z + 1800y + 1700z.

La solucién de nuestro problema es un punto (z,y, z) en el espacio R3. G es
una funcién que va de 383 — R. Pero la soluciéon que buscamos no es cualquier
punto de R ya que las variables x, y y z deben satisfacer ciertas condiciones.
Por ejemplo, el niimero de lotes debe ser positivo, no tiene sentido obtener
valores negativos y esta condicién se expresa matemaéaticamente por

x,y,z > 0.

Segundo, cada maquina tiene restricciones en su uso y se conoce el niimero
de horas de cada maquina que se requieren para producir cada fruta. Por
ejemplo, para la maquina A el nimero de horas que se utiliza al dia no debe
rebasar las 8 horas asi que, la suma de horas que se usa en cada fruta debe ser
menor o igual a 8; por otro lado, el nimero de horas que se usa en cada fruta
se calcula multiplicando el ntimero de lotes por las horas que se requieren
para producir cada lote, es decir 3 por x para el mango, 4 por y para la pina
y 3 por z para la guayaba. Asi que

3r 4+ 4y + 22 < 8.

Aplicando un razonamiento similar para las méquinas B y C se tiene 3z +
2y +2.52 <10 y 4z + 4y 4+ 42 < 12, respectivamente.

Resumiendo, el problema que hay que maximizar es el siguiente: Deter-
minar el maximo de una funcién G que denotaremos como Max G

Max G(z,y,z) = 2000x + 1800y + 1700z,
sujeto a : x,y,z > 0,
3r+4y+3z < 8§,
3r+2y+ 252 < 10,
dr +4y + 4z < 12

Este es un problema de optimizacién con restricciones. Como la funcién
G y las restricciones son funciones lineales respecto a sus variables indepen-
dientes, este es un problema de optimizacion lineal con restricciones lineales
que se conoce con en el nombre de programacioén lineal. El problema de pro-
gramacion lineal general, escrito en forma vectorial, es de la forma:
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Max F(x) =c'7,
sujeto a : AT < d,
z > 0.

Ajuste polinomial por minimos cuadrados

Dados (z;,y;) observaciones con i = 0,...,m determinar el polinomio
p(z) de grado n que mejor aproxima a los datos en el sentido de minimos
cuadrados, es decir que satisface

Min Z[p(xl) —y)?.

Un polinomio de grado n tiene la siguiente forma
p(z) = anx™ + ap_12"t -+ ayx + ag,

basta con determinar los n + 1 coeficientes para determinar el polinomio por
lo que el problema anterior se reduce a determinar el vector (ag,ay, ..., a,)
de R tal que

m
Min Z[anx? + an,le”*l + -+ a1 +ag — yi]2-
i=0

Este es un problema de minimizacién cuadréatica sin restricciones.

Optimizacién de portafolios

Determinar la composiciéon de un portafolio de inversion, integrado por ac-
ciones de empresas que se negocian en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV),
cuyo riesgo sea el menor posible y que obtenga un rendimiento mas alto que
una inversion a plazo fijo.

Al tiempo ¢t = 0 se tiene un monto M que se desea invertir a una semana
en un portafolio de inversion, integrado con acciones de n empresas. Se tiene
como datos los precios diarios de cada una de las acciones en los tres meses
previos a t = 0. El niimero de acciones de cada empresa se debe determinar
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de tal forma que el riesgo del portafolio sea minimo y su rendimiento semanal
sea igual o mayor a una r* dada.

Para tener una mejor idea del problema, revisemos algunos conceptos de
finanzas. Un monto M? que se invierte en el banco a un interés r anual, al
término de un afio se convierte en un monto M?! igual a

MY = M +rM° = (1 +r)M°.

Observemos que r = TO es la ganancia relativa, se le conoce como el
rendimiento de la inversion, y en el caso de los depoésitos a plazo fijo coincide
con la tasa de interés.

En el caso de las acciones, como de otros activos financieros, el rendi-
miento durante un periodo, se define por las variaciones relativas del precio

del activo y estd dado por X .

r = %, (14)
con P° el precio al tiempo inicial y P! al tiempo final. Observemos que
P! = (1+r)P° por lo que el concepto de rendimiento coincide con el que
definimos para depodsitos bancarios.

Los rendimientos de un depoésito bancario son deterministas porque al
depositar el dinero sabemos de antemano el rendimiento exacto que se recibira
a la fecha de vencimiento; en el caso de las acciones, las variaciones del
precio dependen de muchos factores: del desempeno de la empresa, de la
situacion econdmica del pais, del tipo de cambio, de las tasas de interés
e inclusive de qué tan optimistas o pesimistas sean los participantes en el
mercado accionario. En suma, son tantos los factores que intervienen, que es
dificil prever de antemano si se incrementaran o se reduciran y, mas dificil
aun, en cuanto lo hardn. Dado que no podemos determinar con certeza el
rendimiento a futuro de cada accién, ésta se comporta como una variable
aleatoria. En consecuencia, al tiempo ¢t = 0, a lo mas a lo que podemos
aspirar es a calcular el valor esperado del rendimiento de una accion.

Una forma de calcular el valor esperado de una variable aleatoria es a
través del calculo del primer momento de la distribucion. ;Qué tipo de dis-
tribucion tienen los rendimientos de los activos con riesgo? Para tener una
idea analicemos el comportamiento histérico de éstos; por ejemplo, a través
de un histograma de los rendimientos diarios de cada accion.

Supongamos que los rendimientos son normales entonces basta con deter-
minar su esperanza y su varianza para determinar su distribucién. Cuando no
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se conoce esta informacion, se puede estimar a través de la media y varianza
muestral. El rendimiento diario esperado E(r;) se puede estimar por medio
de los datos a través de la media muestral

3 1 P]+1 _P] PJ+1

La varianza o? mide qué tanto se alejan los rendimientos reales del valor
promedio, por lo que es una forma adecuada de evaluar el riesgo de una
2 es un buen estimador de la varianza y se

accion. La varianza muestral o;
M i1 2
1 P
—2 7 —
o; = In — | =Tl .
| M—1;[ <p;> ]

calcula por

Es importante también determinar la dependencia entre los rendimientos
de las acciones. La covarianza mide esta dependencia. Se estima la covarianza
a través de la covarianza muestral C'ov(r;, ;) que se calcula por

- JR— ph+l pitl
Cov(ry,rj) = AV (ln( ZP.k’ ) —Fi) In( ka ) =T |-
k=1

(2

Formulacién matematica del problema

El rendimiento relativo de un activo A; se denotara por r; y se define por
la expresion (1.4). Si el precio al tiempo final P! es una variable aleatoria,
también lo es r;. Sea m; el niumero de acciones que se compran del activo 7.

Entonces

M = miP)+...m,P?,
my P m,, P°

1 = :
M M

Sean w; = m’TPO la variable que representa el porcentaje del capital M in-
vertido en el activo A;. Las variables w; son las variables del problema de
optimizacion. La ventaja de definir a las variables como w; es que éstas no
dependen del monto a invertir, por lo que podemos plantear el problema para
cualquier monto M.

Las restricciones que deben satisfacer las w; son las siguientes:
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1. Para que se cumpla el requisito de que el costo del portafolio sea igual
a M se debe satisfacer que

i=1

2. La segunda restricciéon es que el rendimiento del portafolio sea mayor
al de un depodsito a plazo fijo, supongamos que el rendimiento de éste
es igual a r*.

Para formular esta restriccion en términos de las w;, se hace lo siguiente:
denotemos por V? el valor del portafolio al tiempo cero, V! el valor del
portafolio al tiempo ¢; y como 7, al rendimiento del portafolio al tiempo
t = 1. El rendimiento del portafolio es igual a

Vl _ VO
Ty = 0
como VY = M entonces
1 ¢ 1 0 - miPZ-O [le - Pio]
o= g2 milPl =Pl =) T

i=1

La segunda restriccion se formula matematicamente de la siguiente for-
ma:

E(r,) = iwiE(ri) ~ iwir_i =r*
i=1 i=1

La funcién a minimizar se llama la funcién objetivo. La funcién objetivo es
el riesgo del portafolio. El riesgo de un portafolio puede medirse de muchas
formas. En el caso que se suponga que los rendimientos son normales, la
varianza del portafolio es una buena medida de su riesgo ya que cualquier
otra medida de riesgo depende de la varianza, por ejemplo el VaR. La varianza
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de un portafolio se calcula de la forma siguiente:

‘712) = E[(TP_E(TP))2]7

=1

= ZZU}Z w; E([n - E(n)] [rj - E(rj)Dv

i=1 j=1

— i i Cov(ri,rj)wiw; ~ i imm, i) wiw;.

i=1 j=1 i=1 j=1

En suma la formulaciéon matematica del problema del portafolio 6ptimo es

Min 5375, 375 Cou(ry, rj) wi w;
sujeto a o wiT =1,

Z?:l w; = 1.

La funcién objetivo se divide por un medio por comodidad. Si se denota
como [X] la matriz con componentes [3];; = Cov(r;, ), a @ como el vector

con componentes w;, 7 el vector con componentes 7;, y 1 al vector con
todos sus componentes igual a uno, la forma vectorial del problema anterior
es

Min w' [X] w
sujeto a  w'T = 1",
_>
1Ttw = 1.
. Qué sucede si no se permiten ventas en corto? Es decir que no se pueda
pedir prestado dinero para integrar el portafolio. En este caso el problema
es:

Min w' [X] w

sujeto a W' =1,
—
Tt =1,

wlzo, Z:L,?’L
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La formulaciéon matemética del problema fue idea de Harry Markowitz,
ganador del Premio Nobel de Economia en 1990 por su teoria de riesgo-ren-
dimiento, entre otras cosas.

Optimizacién no lineal

Otro ejemplo de optimizacion es el siguiente: Se requiere enviar un pa-
quete rectangular por correo. Por estipulaciones del servicio postal sélo se
aceptan paquetes con dimensiones menores o iguales a 60 cm y se pide, ade-
més, que la superficie total sea a lo mas de 80 em?. Si se desea maximizar el
volumen, ;qué dimensiones debe tener la caja?

Claramente las incégnitas del problema son las dimensiones, denotemos
con la letra z al largo de la caja, con y al ancho y, por tltimo, con z al espesor.
Como se desea maximizar el volumen, denotemos con V al volumen que
depende de las dimensiones de la caja de la forma siguiente V(x,y, z) = zyz.

V es una funcion de R3 — R; como en el caso anterior las dimensiones
no pueden tomar cualquier valor. Por un lado, deben ser positivas y menores
a 60 cm, ésto se expresa en lenguaje matemaético de la forma 0 < z,y,z <
60 y por otro lado, la superficie total no puede rebasar los 80 e¢m?, o sea,
2(zy + xz + zy) < 80. En suma, el problema a optimizar es el siguiente

Max V(z,y,2) = axyz,
sujetoa: 0<uz,y,z < 60,
S(x,y,2z) =2(xy +yz +22) —80 < 0.

El problema anterior es un problema de optimizacion no lineal con restric-
ciones no lineales ya que tanto la superficie total como el volumen dependen
en forma no lineal de las dimensiones. En forma general el problema de op-
timizacion no lineal con restricciones no lineales es de la forma:

Max F(Z),

—

sujeto a: h(Z) < 0.

Como se puede observar dependiendo de las caracteristicas de las restric-
ciones como de la funcién objetivo, aquella que se desea maximizar o mini-
mizar, el problema de optimizaciéon se clasifica de muy diversas maneras: si
tanto la funcion objetivo como las restricciones son convexas se dice que se
tiene un problema de programaciéon convexa; si la funciéon objetivo es lineal
pero con dominio en los enteros se conoce con el nombre de programacion
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entera y las técnicas que se utilizan son principalmente de combinatoria. Si
la funcién objetivo es cuadratica se dice que el problema es de programacion
cuadratica, si la funcion es no-lineal se le llama programaciéon no-lineal.

1.3.

Ejercicios

Plantee los siguientes problemas como problemas de optimizacion.

1.

Demuestre que de todos los rectangulos con un perimetro fijo, el cua-
drado tiene maxima éarea y que de todos los rectangulos con érea fija,
el cuadrado tiene minimo perimetro.

. Dada una linea recta L y dos puntos A y B del mismo lado de L,

encuentre el punto P sobre L que hace que la suma de las distancias
AP y PB sea minima.

Una lata cerrada de forma cilindrica debe tener un volumen fijo. ; Qué
dimensiones debe tener la lata para que la superficie total sea minima?

Dos caminos se intersectan en angulo recto. Un carro A esta situado
en la posicion P sobre uno de los caminos a S kilémetros de la inter-
seccion. Sobre el otro camino se encuentra el auto B, en la posicion
Q a s kilometros de la interseccion. Ellos comienza a viajar hacia la
interseccion al mismo tiempo, el primero con velocidad R y el segundo
con velocidad r. jDespués de qué tiempo de que comenzaron a rodar,
la distancia entre los dos sera minima?

Una compania aérea de transportacion tiene la capacidad de mover
100,000 toneladas al dia. La compania cobra 250 délares por tonelada.
El nimero de toneladas que puede transportar esta limitada por la
capacidad del avién que es de 50,000 m?. La compaiiia mueve su carga
a través de contenedores de distinto tamano. La siguiente tabla muestra
el peso y el volumen que cada contenedor puede llevar:

Tabla 1
Tipo de Contenedor Peso (ton) Volumen (m?)
1 30 550
2 40 800

3 20 400
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Determine cuéntos contenedores de cada tipo deben transportarse al
dia para maximizar las ganancias.

. Un productor de computadoras personales vende en promedio 10,000

unidades al mes de su modelo M1. El costo de produccién de cada
computadora es de 700 dolares y el precio de venta es de 1150 dolares. El
administrador decidié reducir en un 10 % el precio de cada computadora
y el efecto fue de un incremento del 25 % en las ventas. Por otro lado,
la compania tiene un contrato de publicidad a nivel nacional que le
cuesta 50,000 dolares al mes. La agencia de publicidad afirma que si
incrementan la publicidad mensual en 10,000 doélares, venderan mas de
200 unidades al mes. Dado que el administrador no desea gastar mas
de 100,000 dolares al mes en publicidad, determine el precio en que se
deben vender las computadoras y el gasto de publicidad mensual que
maximizan las ganancias, si se supone que hay una relacion lineal entre
la disminucion del precio y el incremento en las ventas.

. Un productor de televisores desea introducir al mercado dos nuevos

modelos: un aparato a colores, con una pantalla de 19 pulgadas y con
sonido estereofénico que lo identificaremos como el modelo A y otro
que le llamaremos el modelo B que tiene las mismas caracteristicas
que el anterior pero, con una pantalla de 21 pulg. El modelo A se
venderé al publico en $10700 pesos, mientras que el modelo B tendra
un costo de $13500 pesos. Producir un televisor tipo A cuesta $5850
pesos y del tipo B $6750 pesos. Ademas, al costo total de produccion
se le debe sumar $400,000 de gastos fijos. La venta promedio de los
televisores se reduce cada vez que se compra un televisor del mismo
modelo y ésto se expresa reduciendo el precio original en un centavo
por modelo vendido. Asimismo, las ventas del modelo A influyen en
las ventas del modelo B y viceversa. Se estima que cada vez que se
compra un televisor tipo A se reduce el precio del modelo B en 4 pesos
y cada vez que se vende un modelo B se reduce el precio del modelo A
en 3 pesos. ;Cuantas unidades de cada modelo deben producirse para
maximizar la ganancia?



Capitulo 2

Optimizacion con restricciones

2.1. Introducciéon

Un gran nimero de modelos de optimizacién imponen a las variables una
serie de restricciones que se traducen en el que minimo no se busca en todo
el espacio sino en un subconjunto del espacio definido por las restricciones.
Por ejemplo consideremos los siguientes problemas:

1. Una sonda espacial en forma esférica entra a la atmosfera de la tierra
y su superficie comienza a calentarse. Supongamos que la ecuacién de
la esfera esta dada por

x2+y2+22:4

y que después de diez minutos, la temperatura sobre la superficie de la
sonda es
T(x,y,2) = vz + y* + 600.

Determinese el punto méas caliente sobre la superficie.

En este caso el problema se plantea de la siguiente forma: sea ) un
subconjunto de 3 definido por

Q={(v,y,2) | h(z,y,2) = 2° +9y* + 2° — 4 =0},
determinar

Mazx T(z,y,z).
r el

23
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Este es un problema cuadratico con una restricciéon cuadratica dada
por una igualdad.

2. El problema del portafolio expuesto en el capitulo 1, secciéon 1.2, consis-
te en determinar el portafolio con ventas en corto con minima varianza
y cuyo valor esperado es mayor o igual a una r* dada. La formulaciéon
matematica del problema es

Min % > e Z?:l Cov(r;, ;) w; w,
sujeto a o wiT =1,
Z?:l w; = 1.

Este es un problema cuadratico con restricciones lineales.

La principal dificultad de los problemas de minimizacién con restricciones
reside en que no se tiene una caracterizaciéon de un punto minimo que dependa
tunicamente de la funciéon objetivo, también se requiere que se satisfagan
ciertas condiciones respecto a las restricciones. A continuaciéon presentaremos
algunas definiciones que nos seran ttiles en el manejo de las restricciones.

Puntos admisibles y regulares

Sea F' una funcion de R™ a los reales y sea {2 un conjunto distinto del
vacio de R" definido por

Q={7eR" | h;j(¥) =0paraj=1,...m},

donde h; puede ser una funcion lineal o no lineal. Un problema de restriccio-
nes de igualdad es de la forma

Un problema de minimizaciéon con restricciones de desigualdad es un pro-
blema de minimizacion en el que {2 se define como

Q={yeR"| hj(y)=0, j=1,...,m, g;(y) <0, j=1,...,s}.
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Definicion 2.1.1. Diremos que & € R" es un punto admisible de un problema
de minimizacion con restricciones si T € €.

. Qué se entiende por el minimo de f restringido a un conjunto 27

Definicion 2.1.2. Un punto ©* se dice que es un minimo de F' restringido
a un subconjunto 2 # () de R" si

Definicion 2.1.3. Sea 'h = (hi(Z), ..., hwn(Z)) una funcion vectorial conti-
nuamente diferenciable, definamos como la matriz jacobiana del vector a la
matriz m X n con componentes

Oh1(Z) Oh1 (%)

oxr OTp
Oha(T) Oha(T)

B@=|
Ohm (%) Ohm ()

o1 ot OTn

La matriz jacobiana de h tiene como renglon ¢ al gradiente de h;. Esta
matriz nos define para cada ¥ una transformacion lineal de " a R™. Por
ejemplo en el caso de la esfera, dado que s6lo tenemos una restriccion, J, es
una matriz de 1 x 3 definida por

Jn(z) = (22, 2y, 22).
En el caso que 2 sea el conjunto
Q={TeR" | hj(¥)=¢ 'T—e; =0paraj=1,...m}

entonces J, = C* con C* la matriz de m X n que tiene como j—ésimo renglon
al vector c;.
Denotemos como N (&) al espacio nulo de la transformacion J,, (%), es decir

N(@) ={y € R*| Ju(Z) y = 0}.
N(Z) es el espacio ortogonal al espacio generado por los vectores

(Vhi(Z),. .., V(D).
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Asi en el ejemplo 1, N(Z) es el espacio
N(Z) = {(a,b,c) € R?| 2xa + 2yb + 2zc = 0}.
En particular N(0) = R pues Vh,(0) = 0 y en cambio
N(1,1,1) = {(a,b,c) € R*|2a + 2b + 2¢ = 0}.

La dimension de N(1,1,1) es 2. En el caso de tener restricciones lineales
N(Z) es igual
N(@) ={geR" C'§y =0} = EN(C").

Definicion 2.1.4. Diremos que £* es un punto reqular de 2 si el conjunto
de vectores

{Vhi(&),...,Vh,(Z*)}
es linealmente independiente.

Obsérvese que si m < n es posible que el gradiente de todas las restric-
ciones sean linealmente independientes, pero si m > n no es posible que haya
un punto regular admisible. En el caso lineal o se tiene que todos los puntos
son regulares o ninguno lo es, pues seran regulares si la matriz C' es de rango
completo o sea de rango igual a m.

2.2. Restricciones de igualdad

Sea F' una funcion de ™ a los reales y sea 2 el conjunto distinto del vacio
de R"™ definido por

Q={7eR" | h;j(Z) =0paraj=1,...m},

donde h; puede ser una funcién lineal o no lineal. Un problema de minimi-
zacion con restricciones de igualdad no lineal (P) es de la forma

e

Denotemos como T'(*) el plano tangente a la superficie {2 en el punto
Z*. Recordemos que el plano tangente esta formado por todos los vectores
7 € R™ que son rectas tangente a una curva que pasa por Iy que esté sobre
Q
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Teorema 2.2.1. Sea h una funcion continuamente diferenciable en un abier-
to que contenga a ). Si T* es un punto reqular admisible de €1 entonces

N(T*) = T(7*).

Dem: Probemos primero que 7'(Z*) C N(&*). Sea § € T(Z*) = existe
una curva Z(t) de ® a R que pasa por Z*. Supongamos que 7(0) = ¥* y que
Z'(0) = ¢. La derivada de h respecto a t es cero pues Z(t) estd en € y

t e e
#‘&o = Ju(@)7'(0) = Ju(Z")y
lo que implica que ¢ € N(&*).
Demostremos ahora que N (2*) C T'(Z*). Sea i € N(Z*) entonces hay que
demostrar que existe una ¢, > 0 una curva Z(¢) en Q para t € [0, ] tal que
Z(0) = 2* y £'(0) = /. Para ello considérese la curva

F(t) = T + gt + J5(T%) u(t) (2.1)

con u(t) un vector en ™. Demostrar la existencia de la curva Z(t) es equi-
valente a demostrar que existe ¢y > 0 tal que para cada t € [0, t] existe un
tinico vector @(t) para el cual h(Z(t)) = 0.

Al evaluar la curva Z(t) en cero se tiene que

F(0) = & + JH(@)a(0).

Como deseamos que 7(0) = Z* impongamos la condicion que %(0) = 0. Para
que Z(t) € Q) se tiene que cumplir que

h(Z* + it + JL (@) a(t)) = 0. (2.2)

Observemos que para cada t tenemos que determinar un vector u(t) € R™
que satisfaga el sistema de m ecuaciones con m incognitas dado por (2.2)
. Tiene solucion este sistema para toda t en el intervalo [0,t,], para alguna
tg > 0?

El teorema de la funcién implicita nos dice que esta sistema puede resol-
verse en forma tnica en una vecindad de @(0) si h(z(0)) = 0 y Dyh es no
singular en t = 0.

D (T + it + JL(E)E()) 1o = Jn(F) JL(T*)
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es no singular pues, por hipotesis, Z* es un punto regular por lo que el rango
de esta matriz es m. Por lo tanto existe una t, > 0 y un tnico @(t) para
[t] < to tal que Z(t) € Q. Ademas,

-

= d—?(f" + gt 4 T (E)i(t) im0 = Jn(@)[F + T, (F)'(0)];

como § € N(Z*) entonces

0

&+t E)T) oo = R () T @) =0

lo que implica que @ (0) = 0 por lo que Z(0) = . Asi que § € T(&*). O

Lemma 2.2.2. Sea F' una funcion continuamente diferenciable en un abierto
que contenga a 2. Sea T* un punto reqular de las restricciones h(Z) = 0 y
sea T* un punto extremo de F en

Q={FeR" | hj(¥) =0 para j =1,...m},
entonces para toda ij € N(Z*) se cumple
VF (7)) = 0.

Tomemos una g € N(Z*), por el lema anterior, existe una curva Z(t) que
satisface que #(0) = #* y #(0) = ¢. Como Z* es un punto extremo de F'
sobre la curva Z(t) se tiene que al evaluar la derivada de F' en Z* por la regla
de la cadena se obtiene que

dF dF
0=—(F) = —(Z(t))|i=o = VF(@)'7.
o (@) = —(&(t))]i=o ()"

Por lo tanto VF(Z*) es ortogonal al espacio tangente siempre que Z* sea un
punto extremo de F' que es punto regular de €. O

Condiciones de primer orden

Teorema 2.2.3. Si F y h son funciones continuamente diferenciables en un
abierto que contenga a  y ¥ un punto extremo, mdximo o minimo, de F
sujeto a las restricciones E(:L‘) = 0. 51 T* es un punto reqular de €2 entonces
existe X € R™ tal que

VE(Z*) + Ju(T)'X = 0. (2.3)
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Por el lema anterior V F'(*) es ortogonal a todo vector en el plano tangen-
te a la superficie Q y por el Lema 2.2.1 es ortogonal a todo vector § € N (Z*).
Asi que VF(7*) esta en el espacio generado por {Vhy(Z*),..., Vh,(Z*)} y
se puede escribir como una combinacién lineal de estos vectores; es decir,
existe un vector A € R™ tal que

V() = —JL(T)N.

[

Observemos que, como en el caso lineal, la expresion (2.3) define un sis-

tema de n ecuaciones con n + m incoégnitas que junto a las m ecuaciones

h(Z) = 0 da lugar a un sistema de n + m ecuaciones con n 4+ m incognitas.
Al vector X se le conoce con el nombre de multiplicador de Lagrange.

Ejemplo

Supongamos que se desea resolver el problema presentado en el ejemplo
1 de la secciéon 2.1:

Max T(z,y,z),
x e

donde T'(z,y,2) = zz +y*> + 600 y

Q={(z,y,2) | h(z,y,2) =2 +y* + 2> —4 =0}

Para que (z,y, z) sea el maximo de T restringido a € debe existir A € R
tal que

VT(z,y,2) + AVh(z,y, 2) = (2, 2y, x) + M2x,2y,2z) = 0.

Estas ecuaciones junto con la restriccion dan lugar al siguiente sistema de
ecuaciones no-lineales

z4+2xA =

2y +2y\ =

T+ 2z
x2+y2+z2

s O o o
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Este sistema tiene cinco soluciones (z,y, z, \): (v/2,0, /2, —3) (—v/2,0, /2,
(\/5,0,—\/5,%), (—v/2,0, \/5,%), (0,£2,0,—1). Observemos que todos los
puntos son puntos regulares de 2 ya que VA(Z) en estos puntos es distinto
de 0.

JEn cual de estos puntos la temperatura es mayor? La respuesta se obtiene
el evaluar T en cada uno de los puntos criticos y seleccionar aquel en el
que alcanza el valor mas grande. Observemos que 7'(0,42,0) = 604° y que
en estos puntos alcanza su valor méaximo, mientras que en (v/2,0, —v/2) y
(—v/2,0, \/5) alcanza su valor minimo que es 598°. Otro procedimiento se
obtendra mas adelante con las condiciones de segundo orden.

Condiciones de segundo orden

En esta seccion supondremos que F' y h son funciones dos veces conti-
nuamente diferenciables en un abierto que contenga a ).

Teorema 2.2.4. Supongamos que T* es un minimo local del problema (P) y
que T es un punto reqular de ) entonces existe un vector A € R™ tal que

VE(Z) + JL(F)X = 0.

Si N(Z*) = {y € R"|Jn(2*)y = 0} entonces la matriz
L(Z*) = Hp(&*) + Y _ NiH, (T7)
i=1

es positiva semidefinida en N(T*), es decir f* L(Z*)y > 0 para toda ij € N(7*).

Dem: La primera parte se demuestra por el Teorema 2.2.3. Para demostrar
la segunda parte, considérese a Z(t) una curva que pasa por Z* en t = 0 con
vector tangente ¥ € N(Z*) y que satisface 7 '(0) = ¢ entonces F restringido
a esta curva es una funcion de variable real. Como ¥* es un minimo local de
F' se cumple que

2 —
lo que implica que

7 '(0) Hp(7)2 '(0) + VF(7*)Z(0) > 0. (2.4)
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Por otro lado, como la curva Z(t) esta sobre €2, se tiene que para toda
restricciéon h;

Xihi(Z(t)) = 0.

Al derivar dos veces la expresion anterior y al evaluarla en ¢ = 0 se tiene que
Z"(0)\ Hy, ()2 '(0) + VR (Z)NZ "(0) = 0.

Sumando respecto a ¢
7 Z)\ Hy, ()7 (0) + JL(&)AZ "(0) = 0. (2.5)

Recordemos que por el teorema 2.2.3
VE(T) = —JLT)X

y sumando (2.4) y (2.5) se tiene que

7 )+ Z Hy, (F)N]T(0) > 0
para toda ¢ € N(Z*). Lo que implica que L(Z*) es una matriz semidefinida
positiva en N (). O
Teorema 2.2.5. Supdngase que hay un punto ©* en € y una X € R™ tal que
VE(Z) + JL(T)X = 0. (2.6)

Supongase también que la matriz

L(7") = Hp(&) + Y _ Hp,(F)\
i=1
es positiva definida en

N(T") = {y € R"[J;(7")y = 0}

= I* es un minimo estricto de F' en ).
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Supongamos que ©* no es un minimo estricto de F' en (2, entonces existe
y € Omega tal que F(y) < F(z*). Atn maés existe una sucesion {y} € Q
que converge a ¥* y tal que F(y;) < F(Z*). De esta ultima afirmacion se
desprende que si al menos hay un punto i en el que F alcanza un valor
menor que en ¥, como F' es continua debe entonces tomar todos los valores
entre F(y) y F(Z*) en puntos ¢ en Q. Esta sucesion es de la forma

Up = T + 05k

con vectores S en la bola unitaria de R” y ¢, > 0. Claramente é; — 0 cuando
k tiende a infinito y ademéas como Sj es una sucesion acotada debe tener una
subsucesion convergente a un elemento s* € R”. Ademés

) R
k—o00 5k

lo que implica que
Jp(Z*)8" =0,

por lo que §* € N(z*).
Aplicando la serie de Taylor a h; alrededor de &* se tiene

. e oz .
0 = hi(§) = hi(F*) + 6 VRU(T)5, + 51@ iﬂhi(m)sk

Multiplicando por )\; y sumando de ¢ = 1 hasta m se tiene que
0= Z Aihi(gi) = ; Ni(hi(Z%) + 6, VRT3, + 5 S H, ()5, (2.7)

Por otro lado, se tiene que

2

— —k sk = J -
F(gx) = F(Z*) + 6, VF'(Z*)8), + EkngF(ék)Sk

y sumando esta igualdad con (2.7) se obtiene que

’11
~—~
@l
Eal
N—

I

F(Z) + 6, [VF (T +Z>\ Shi(Z

52 .
+ E’“%[HF(&) + NiHp, (1)) 5%
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Dado que F(yi) — F(2*) <0y que (2.6) se cumple entonces

0> = & [Hp(&k) + NiHp, (1:)]5%

para cada k, por lo que al pasar al limite se contradice la hipétesis que la

matriz L sea definida positiva en N (Z*). O
Los puntos maximos de F' restringidos a un conjunto {2 pueden caracte-

rizarse de una manera similar a los puntos minimos. La condicién de primer

orden es la misma que (2.6) lo que difiere es que la matriz L debe ser una

matriz negativa definida en N (Z*).

Ejemplos

1. Retomemos el ejemplo de la sonda de forma esférica con ecuacion 22 +
y>+2?—4 = 0 y cuya temperatura esta dada por la funcion T'(z,y, z) =

x244?+600. Los puntos (z,y, 2): (v/2,0,v2), (=v2,0, —v/2), (v/2,0, —/2),

(—=v/2,0,4/2) y (0,42,0,—1) son candidatos a ser puntos extremos de
T en la esfera dado que satisfacen las condiciones de primer orden. ;FEn
cuales de ellos alcanza el valor minimo o maximo 77 Para responder
calculemos la matriz L, observemos que como 7" y h son cuadréticas,
L tnicamente depende de A

20 0 1
L= 0 2+2x 0
102X

En el caso de los primeros dos puntos que tienen como multiplicador

de Lagrange a A\ = —%, L es de la forma
1 -1 0 1
L<_§) = 0 1 0
1 0 -1

El espacio tangente correspondiente esté definido por
N(V2,0,v2) = {7 = (a,b,¢) | 2v/2a+2v/2c = 0}.

Entonces 1
FL(=5)7 =V — da?
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que es una matriz indefinida en N (\/5, 0,4/2) por lo que no se alcanza,
en este punto ni el valor maximo ni el minimo. A la misma conclusion
se llega cuando se hacen los calculos respectivos para (—\/5, 0, —\/5)

Cuando \ = % se tiene

1
L2 = | o
1

S W o

1
0
1

El plano tangente a la sonda en el punto (v/2,0, —/2) es de la forma
N(V2,0,—v2) = {§f = (a, b, ¢)|2v2a — 2v/2¢ = 0}

por lo que ¢* L(1/2)y = 4a*> + 3b*> > 0 y la matriz L(1/2) es positiva
definida en N(\/§, 0, —\/5) y alcanza en ese punto un valor minimo. Un
razonamiento similar nos permite comprobar que también (v/2,0, —/2)
es un minimo de 7" en la esfera.

Para el caso de (0,£2,0) que tienen multiplicador de Lagrange a A =
—1, L es de la forma

N(0,4£2,0) = {y = (a,b,c) e R3|b=0} y
7' L(—1)§ = —2a* + 2ac — 2¢* < —(a® + %) < 0.

Asi que la matriz L(—1) es negativa definida en N (0, —2,0) y N(0,2,0),
aplicando las condiciones de segundo orden se concluye que 1" alcanza su
valor maximo en estos puntos. Observe que estas conclusiones coinciden
con las que se habian obtenido al evaluar 7.

. Caso Cuadratico

Sea F(Z) una funcion cuadratica de la forma

1 —
F(Z) = =i Az — ')
2
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y sea
QO ={FeR" C'%=¢},

con C' una matriz de n X m. Determinar bajo qué condiciones el pro-
blema

Min F ()
x €

admite una solucién tnica.

Observemos que en este caso todos los puntos son regulares o ninguno
lo es porque J, = C* y s6lo si el rango de C' es completo el punto sera
regular. Supongamos que este es el caso, entonces un candidato a ser
punto extremo de F' en () debe satisfacer que

AT+ CN =
Clz =

S
~~—

™y

Lemma 2.2.6. El sistema (2.8) admite una solucion inica si A es una
matriz positiva definida y C es una matriz de rango completo.

Para demostrar que la matriz

(& 0)

es una matriz no singular basta con demostrar que el sistema homoge—
neo asociado a (2.8) tiene como tnica solucién a # =0y X = 0.

La primera ecuacion del sistema anterior nos dice que
AT+ COX =0.
Multiplicando por #* y usando que C'Z = 0 se tiene que
2 AT+ 2 CX = 2! AT = 0

como A es una matriz positiva definida, sélo se cumple la igualdad a
cero si = 0. Por otro lado,

—

CA=0
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por lo que al mutiplicar por C* se tiene que C*C es una matriz no
singular dado que C' es una matriz de rango completo, por lo que la
tnica soluciéon es A = 0. O

La solucion del sistema (2.8) se puede reducir a resolver el siguiente
sistema de ecuaciones :

CtATION = C'A Wb —¢
AZ = CX+1b.

Esta forma de resolver el sistema no es la mas eficiente pues requiere
del célculo de la inversa de A. En la préctica se usa la factorizacion QR
de la matriz C. Sistemas como el (2.8) aparecen en muchas aplicaciones
como la dicretizacion de las ecuaciones de Navier-Stokes en mecénica
de fluidos. Por ello ha recibido mucha atencién de los especialistas.

. El problema del portafolio se puede escribir en forma matricial. Sea [X]

la matriz de n X n cuyas componentes son iguales a
[Z]’U == CO’U(T‘Z‘, T‘j)

a esta matriz se le conoce con el nombre de matriz de varianza-covarianza
y siempre es positiva semidefinida. Denotemos como 1 al vector con
componentes igual a 1 y T el vector con componente i igual a 7; la
media muestral de los rendimientos del activo 7. Entonces el problema
de minimizacién es

Min u'[S] o
. =t
sujeto a Tw=r"
Thw = 1.

Aplicando las condiciones de primer orden obtenemos el siguiente sis-
tema de ecuaciones lineales

(S0 4 MT + XD = 0,
T = r*,

—_

p
g
|
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Este sistema admite solucion si la matriz [¥] de varianza-covarianza es
positiva definida y 7 y 1 son linealmente independientes. Esto tltimo se
satisface si los rendimientos histéricos promedio de todos los activos no
son iguales. Observe que esta condicion garantiza que todos los puntos
de 2 son regulares, con

Q={deR|Tlw=1, 7ad=r}

La solucion w* esta dada por

[X]* = —\T — A1

con
B—r*A r*B—C
A = Ay =
1 A 2 A Y
Y — — —
A=T1Y2'1, B= 137,

C = 77[2]—1?, A = AC — B%.

Esta es la manera formal de calcular el sistema pues nunca se resuelve
un sistema invirtiendo una matriz. Ver los problemas de este capitulo
para aprender a resolver este sistema de una manera mas eficiente.

Observemos que si la matriz L = Hp = [X] es una matriz positiva
definida en todo el espacio, también lo es en N (w*).

2.3. Caso de restricciones de desigualdad

Cuando €2 esta definido por restricciones de desigualdad e igualdad se
trata el problema reduciéndolo al caso de restricciones de igualdad a través
del concepto de restricciones activas y pasivas. Sea

O={ZeR|h(@)<0,j=1,...,m}

Definicion 2.3.1. Dado ¥ € Q se dice que hj(Z) es una restriccion activa
)

en T si hj(Z) =0 y se dice que es pasiva si h;(Z) < 0.
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Ejemplo 1
Consideremos el siguiente problema
Min = F(a,y) = (v —3)°+(y - 3)%
sujeto a hi(z,y) = 2*+13*—5<0,
ha(z,y) = 3x+y—>5<0.

Figura 2.1: Region factible (2.

En la Figura 2.1 se presenta el conjunto €2 que es la parte del circulo que
esta por debajo de la recta, incluyendo la recta. Como se observa para todos
los puntos en el interior de €2 ninguna de las dos restricciones es activa. En el
caso que estemos sobre la recta 3z +y = 5 la restriccion hg es activa mientras
que hy no lo es, salvo para el caso de los puntos (1,2), y (2,—1) donde hy es
también activa. Los puntos sobre la curva % + y? = 5 que estan por debajo
de la recta 3x + y = 5 tiene a hy como restriccion activa.

Al graficar la region admisible junto con las curvas de nivel de F, ver la
Figura 2.3, observamos que el minimo debe encontrarse en los puntos cercanos
a la interseccion en el primer cuadrante de la recta con la circunferencia. Los
puntos donde se intersectan la circunferencia y la recta son (1,2) y (2,—1) y
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-1 | I I I I | I I I I | I I I I [ I I I I |
-1 0 1 2 3

Figura 2.2: Region factible €2 y las curvas de nivel de F.

el primero es el minimo de F' restringido a €2 ya que esta sobre la curva de
nivel en donde F' toma el valor méas pequeno.
En general

Q={FeR h() =0, j=1,....m, f;(§) <0, j=1,....s} (2.10)

y las funciones h; y f; son funciones de " a R.

Denotemos como (%) a los indices asociados a las restricciones activas
en Z, en el caso de restricciones de desigualdad, el espacio N(Z) se define de
la siguiente forma

N@) = {F R 'Viy(@)F=0j=1,....,my V(@) =0V € I(Z)}.

Asimismo, diremos en este caso que T es un punto regular de 2 si el
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conjunto de vectores formados por los gradientes de las restricciones activas
son linealmente independientes.

Para el ejemplo anterior N (0,0) = () porque ese punto es un punto interior
de 2. Pero

N(1,2) ={7=(a,b) € R*| 3a+b=10; 2a-+4b=0}={(0,0)}.

N(0,V5) = {7 = (a,b) € R*|b = 0}.

Condiciones de Kuhn y Tucker para el caso no lineal

Considérese el problema

con  # ) definido por
Q={y e R hy(y) <0},
con F,hj: R" — RN continuamente diferenciables en €.

Teorema 2.3.2. Si & es un punto minimo de F' restringido a ) y st & es

un punto reqular de ) entonces existe fi € 3° con p; > 0 para j =1,...5s tal
que
VEE)+ Y pVhi(@*) =0 (2.11)
j=1
Y
pilhi (@) =0 Vji=1,... s (2.12)
Dem: Sea

S = {7 € Q| hj(¥) =0 para j € I(z*)}

y ¥ es el minimo de F' en 2. Como S C €2, ©* también es un minimo de F

restringido a S; dado que las restricciones que definen a S son restricciones

de igualdad, en 7* se deben satisfacer las condiciones de primer orden vistas
. . . . i

en la seccién anterior, por lo que existen p; para j € I(Z*) tal que

VFE@E)+ Y pVhi(i) =0.
)

iel(@
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Si seleccionamos p; = 0 para ¢ no estando en I(z*) entonces se obtienen las
condiciones de Kuhn y Tucker

VE@E) + Y 1 Vhi(i) =0
=1

y ademas se cumple que

Resta por demostrar que las pu; asociadas a las restricciones activas de *
son no negativas. Esto lo haremos por reducciéon al absurdo: supongamos
que existe una py < 0 para alguna k € I(z*). Sea Sy la superficie definida
por todas las restricciones activas salvo la k-ésima restriccion y sea Ny () el
espacio tangente asociado a Sy en el punto z*. Como &* es un punto regular
existe una 7 € R tal que § € N,(Z*) y que satisface que VA (Z*)7 < 0.
Recordemos que si i € Ni(Z*) existe una curva Z(t) que satisface que Z(0) =

e J

T*, 7'(0) = ¢y y para alguna § > 0, Z(t) € Sy parat €< 0,9 >. Entonces
dF (2(t))
dt

= ¢/ es una direccion de descenso lo que contradice que &* sea el minimo. [J
A continuacién se presentan las condiciones de segundo orden cuya de-
mostracion es similar al caso de igualdad.

im0 = VFYT")§ = —pux Vhi(T*)§ < 0

Teorema 2.3.3. Supongamos que T* es un minimo local del problema (P)
y que T es un punto reqular de § entonces existe un vector u € R° tal que

i =0y B
VE(Z) + J,(T)A = 0.

Si N(Z*) = {f € R™|VR(Z)F =0 Vj € I(Z)} entonces la matriz
L) = F@) + 3 i ()
i=1

es positiva semidefinida en N (Z*).

Teorema 2.3.4. (Condiciones suficientes) Supdngase que hay un punto T*
en Q y una [i € N° tal que

V(i) + Z p; Vhi(@) = 0. (2.13)
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Supongase también que la matriz
L) = He@) + > H (@)
i=1

es positiva definida en
N(#) = {7 € RY'Vhy(#)7 =0 V) € [(#)}.
= I* es un minimo estricto de F' en ().

La demostraciéon de estos teoremas es similar al caso de restricciones de
igualdad.

Ejemplos
1. Consideremos el siguiente problema

Min = F(z,y) = (v —3)°+(y - 3)%
sujeto a hi(z,y) = 2*+13*—5<0,
ho(z,y) = 3x+y—5<0.

El gradiente de F esigual a VF(z,y) = (2(z—3),2(y—3)). Supongamos
que hy y que hs no son activas entonces el punto Z; que hace al gradiente
cero es (3,3), punto que no es admisible. Por lo tanto alguna de las
restricciones debe ser activa. Supongamos que h; es activa entonces el
sistema a resolver es

2(x —3)+ 2z = 0,
2y —3) +2ym = 0,
?+y* = 5.
La solucion del sistema es (1/5/2, 1/5/2) es la solucion con iy = 0.8973.
Este punto no esté en €2 por lo que no es un punto admisible. Supon-
gamos que hy es activa y h; es pasiva entonces ‘Vhy(z,y) = (3,1).
Entonces el sistema de ecuaciones a resolver es
2(x —3)+3us = 0,
2(y —3) + o
dr+y = 5.

I
o
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La solucion del sistema es (9/10,23/10) con pg = f. Este punto tam-
poco es admisible.

Supongamos ahora que h; y hy son activas, entonces el sistema corres-
pondiente a resolver es

2(x — 3) + 2z +3u2 = 0,
2(y —3) + 2y +p2 = 0,
r+y = 5,

2 +y* = 5.

Los tnicos puntos que tienen estas restricciones activas son (1,2) y
(2, —1). Determinemos el valor de los multiplicadores de Lagrange aso-
ciados a (1,2) son u; = 1/5y ps = 6/5, mientras que para (2, —1) son
w1 = —22/10 y us = 18/5. Entonces (1, 2) es candidato a ser el minimo
por ser el tnico punto que satisface las condiciones de Kuhn-Tucker
(KT). La matriz L respectiva es

24+ 2m 0
L<1’2)_< 0 2—1—2,u1)'

Dado que p; = 1/5 esta matriz es positiva definida para cualquier vec-
tor de 2 distinto de cero por lo que (1,2) es el minimo de F restringido
a (.

2. El problema de optimizacién de portafolios sin ventas en corto es un
problema de optimizaciéon cuadrética con desigualdades lineales. En
este caso las condiciones KT correspondientes son: existen A, u € Ry

v; > 0,cont=1,...,n tal que
— R SN
Yw+ AT +u1—2uiei:0, (2.14)
i=1
Wt =¥, (2.15)
Tt =1, (2.16)
viw; =0, i=1,...,n (2.17)

con ?i el i-ésimo vector de la base canénica de R™.
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Si denotamos como w* el punto admisible que satisface las condiciones
de KT entonces las condiciones de segundo orden para que este punto
sea un minimo de la funcién objetivo en ) estan dadas por

y'[Xly >0

para toda y € N(w*) con y # 0. Como [X] es positiva definida en todo
R también lo es en N(w*) C R".

El algoritmo a seguir en este caso es clasificar todos los puntos de

we R hy(w)
Q= ha(w)
hiya =

= w7 —r* =0,
%
= 1Ttw—-1=0,
—w; <0, i=1,....n

dependiendo de si las restricciones h; son activas o pasivas. Es decir h;
es activa si w; = 0 y es pasiva si w; > 0. Para cada subconjunto hay
que comprobar si en algin punto se satisfacen las condiciones de Kuhn
y Tucker.

Consideremos el ejemplo anterior cuando se tienen tres activos no co-
rrelacionados, el problema a minimizar es el siguiente

Min £[0.2w} 4 0.18w3 + 0.15w3]
sujeto a 0.2w; + 0.2bwy + 0.15w3 = r*,

Z;‘Szlwizlv
IUZZO, Zzl,,?)

Como primer paso clasifiquemos los puntos de 2 dependiendo de que
las restricciones h;(w) = w; sean pasivas o activas. Para ello, definamos

el conjunto

Q={weR"w'7 = r*,th =1}.

Entonces los puntos admisibles se pueden clasificar en los siguientes
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conjuntos

S = {weQuw >0,i=1,...,3},

Sy = {w e Qw, =0},

Sy = {w e Quw, =0},

S, = {we Quws =0},

Sy = {we Quw, =w, =0} ={(0,0,1)},
Ss = {weQuw =ws=0}={0,1,0)},
S; = {we Qwy =ws; =0} ={(1,0,0)}.

Observemos que en S5, Sg y 97 ningin punto es regular, por haber méas
restricciones que incognitas, por lo que no se cumplen las condiciones
de KT. Analicemos si existe algin punto w de S; que satisfaga las
condiciones de KT correspondientes: existen \ y u € R, tal que

SwA AT +ul = 0, (2.18)
W' = (2.19)
T = 1. (2.20)

Al resolver este sistema en términos de r* obtenemos que si
r* € [0.163636, 0.234483] entonces

wi = 0.53097345r* 4 0.18584071,
wy = 9.73451327r" — 1.59292035,
wy = 2.40707965 — 10.2654867r".

Para S35 se cumplen las condiciones de KT para
wy =20 =3, w;=0 yw;=4-—20r"

siempre que 7* € [.15,.163636].

Para S4 se cumplen las condiciones de KT para
wi =5—-20r", w;=20r"—4 yw;=0.

si r* € [0.234482,0.25].
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3. Consideremos el caso de que la funciéon objetivo sea una funcién no
lineal con restricciones no lineales. Consideremos el problema

Min e~ (@+v)
sujeto a e” + e¥ < 20,
x> 0.

En este caso el conjunto admisible es

Q={(z,y) € 3?2] hi(z,y) =e" + e —20 < 0; hy(x,y) = —x < 0}.

Figura 2.3: Region factible €2 con las curvas de nivel de F.

En la Figura 2.3 se presenta la solucion grafica de este problema. Ob-
servemos que el punto Z de 2 que esta en la curva de nivel de menor
valor es aquel que esta satisface hy = 0.

Clasifiquemos los puntos dependiendo de si las restricciones son activas
0 pasivas.

S1 = {(z,y) € Q| hi(z,y) =e" +€"—20=0; ho(x,y) = —x < 0},
Sy = A(z,y) € Q| hi(z,y) <0; ho(z,y) = —x =0},
Ss = {(0,y) € Q| hi(z,y) = 0} = {(0,In(19)}.
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Chequemos para cada subconjunto si se cumplen las condiciones de
Kuhn-Tucker en algin punto. Un punto es regular en Sy si {(e”,¢e¥)}
es linealmente independiente, lo cual se cumple para todo (z,y) € Si.
Las condiciones de Kuhn-Tucker correspondientes son:

VF($ay)+Mlvhl(x7y) = (070)7
hl(x7y) - 0

Esto se reduce a resolver el siguiente sistema de ecuaciones no-lineal

—e T e = 0,
_e_y _I._ ILLI 62$ — 07

e’ +e¥ = 20.
cuya solucion es x = y = —1/31In(u1) con gy = .001; 1y es mayor que
cero y * = In(10) = y es un punto admisible de S;. Calculemos la

matriz L
L(Z, 1) = Hp(Z) + pa Hy, (T)

lo que es igual a

—(z+y) x —(z+y)
- e + pie e
L(Z, ) = ( e~ (=+y) e~ (@) 4 eV )

que al evaluarla en (In(10),1n(10),.001) da una matriz positiva defi-
nida en 2 por lo que este punto es el minimo de F restringido a €.
F(In(10),In(10)) = .01. Cheque el lector que las condiciones de Kuhn-
Tucker no se cumplen en ningtn punto de Sy y Ss.

2.3.1. Funciones convexas

Definicion 2.3.5. Sea ) C R” se dice que € es convezo si para cualquier T
yyenQye(0,1) tal que T+ Ny — %) € Q.

La interpretacién geométrica de esta definicién es que cualquier recta
que una a dos puntos del conjunto se encuentra totalmente contenida en el
conjunto.

Definicion 2.3.6. Sea 2 C R" y sea F' : Q — R" si para cualesquiera
Z,yeQyXe(0,1) se cumple

FOZ+ (1= N9 <AF(Z) + (1 = NF(7)
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y se dice que es estrictamente convexa si se cumple
FOAZ+ (1= MN)y) < AF(Z)+ (1 = XN F(v).
La interpretacion geométrica en R es que la funcion evaluada sobre algin

punto de la recta que une a x con y es mayor o igual al valor que toma la
recta que une a los puntos (z, f(z)) v (v, f(y)).

Ejemplos
1. En R, f(x) ==x, f(x) =22y f(z) = €%
2. En W2, f(x,y) = 2 + ¢, f(a,y) = ™.

3. En R, f(7) = &%

Demostrar que f es convexa usando la definicién no siempre es sencillo, pero
el siguiente resultado nos permite probarlo mas f’acilmente.

Lemma 2.3.7. Sean f,g: Q2 CR" — R con Q convexo en R"
1. Si f es convera y a > 0 = «af es convezxa.
2. Si f yg son convexas = f + g es conveza.
3. Si f es convexa y g es creciente = go f es convexa.

4. St f yg son converas = go [ es convexa.
Ejemplos
1. f(z,y,2) = 2%+ y* + 2? es convexa.

2. f(z,y,2) = TV es convexa.

Teorema 2.3.8. Cualquier minimo local de F' definido en un convexo € es
un minimo global en Q.
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Dem: Si #* es un minimo local entonces existe r > 0 tal que V,.(Z*) C Q y
para toda ¥ € V,.(Z*) se cumple F(Z*) < F(Z). Sea ¥ cualquier otro elemento
de Ry sea A € (0,1) tal que Z* + A\(y — ) € V,(Z*) entonces

F(Z%) < F((1 = M) + M) < (L= A F(T) + AF(Y)
por ser F' convexa. Entonces

0> A(F(y) — F(z%))
y de aqui se concluye que F(¥*) < F(y).
Las funciones convexas en un convexo pueden caracterizarse a través de
la primera derivada.

Teorema 2.3.9. Si F': R" — R es continuamente diferenciable y convezra
en  CR" convero = para toda T y iy € ) se cumple

F(#) + VF(@)'(§ - &) < F(3).

También el hessiano puede dar informacién sobre la convexidad de la
funcion.

Teorema 2.3.10. Si F : R" — R es dos veces continuamente diferenciable y

conveza en ) C R™ convero = para toda T € Q se cumple Hp(Z) es positiva
definida.

2.4. Ejercicios

1. Plantee y resuelva analiticamente el siguiente problema. El Sol de Mé-
rida fue recientemente adquirido por Televisa. Este se vende a $2.00 el
ejemplar y tiene una circulacion diaria de 20,000 ntmeros. Por cuestion
de venta de anuncios gana $1, 000 por pagina y el periodico vende 15 pa-
ginas diarias. La nueva administracion desea incrementar sus ganancias
y desea reducir sus gastos semanales. El periodico gasta $60, 000 en su
departamento editorial (escritores, reporteros, fotografos,etc), $20, 000
en su departamento de publicidad y suscripciones y $50, 000 de gastos
fijos a la semana. Si se reduce el presupuesto del departamento edi-
torial se ahorraria dinero, pero afectaria la calidad del peridédico. El
minimo presupuesto con el que puede funcionar este departamento es



20

CAPITULO 2. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES

de $40,000. Estudios demuestran que por cada 10% de reduccion de
presupuesto de este departamento se pierde un 2% de suscriptores y
uno por ciento por venta de anuncios. Recientemente, otro periédico,
incremento6 su presupuesto del departamento de publicidad en un 20 %
y como consecuencia se incrementé en un 15 % el nimero de paginas
de anuncios vendidas. Los nuevos duenos del Sol de Mérida estan dis-
puestos a gastar hasta $40, 000 en su departamento de publicidad, ; Qué
estrategia hay que seguir para maximizar las ganacias dado que el mon-
to total de gastos no puede exceder los $140, 000 pesos a la semana?

. Una compania planea fabricar cajas rectangulares cerradas con un vo-

lumen de 8lt. El material para la base y la tapa cuesta el doble que el
material para los lados. Encuentre las dimensiones para las cuales el
costo es minimo.

. El cono 22 = 22 + y? esté cortado por el plano z = 1 + x + y. Hallense

los puntos sobre esta secciéon més proximos al origen.

. Se trata de montar un radiotelescopio en un planeta recien descubier-

to. Para minimizar la interferencia se desea emplazarlo donde el campo
magnético sea mas débil. Supongamos que se modela el planeta usando
una esfera con un radio de 6 unidades. Se sabe que la fuerza magnética
esta dada por G(z,y, 2) = 6x — y* + xz + 60, considerando un sistema
coordinado cuyo origen esta en el centro del planeta. ;Donde hay que
ubicar al radiotelescopio?

. Dados n ntimeros positivos aq, as, ..., a,, hallese el valor maximo de la

expresion

LN 2
si )iy @ =1

. Sea A € R™™ una matriz positiva definida. Sea B € R™*™ con m < n

una matriz de rango completo entonces el sistema
B'A7'BA=c¢

con A € ™ admite una solucion tnica.
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7. Resuelva analiticamente el siguiente problema

10.

Min ? —xy 4y — 32

sujetoa r,y > 0
r+y < 1
Bosqueje el conjunto €2 admisible.
. Resuelva analiticamente
Min T3 + 73
sujeto a x4+ 23 —10 =0,
1— sl S 07
1— X2 S 07

Grafique la region admisible.

Se tiene un portafolio con tres activos con los siguientes datos

A Ay As
o2 | .2 25 2
04 0'12:.1 013:0.1 0923 — 0.05

determine la composicién del portafolio que minimiza el riesgo, con
rendimiento esperado igual a r*, determine los posibles valores que
puede tomar r*, con y sin ventas en corto, si la suma de las w; debe ser
igual a 1.

Sea

sujetoa  ¢;(¥) <0 i=1,...m.

se dice que este problema es de programaciéon convexa si F,h; : C' —
R™ con C' conjunto convexo y F, h;, para ¢ = 1,...m son convexas.
Demuestre que el siguiente problema es un problema de programacion
convexa y que (0,0) es la tnica solucion.
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Min rt 4yt
sujeto a: 2 —-1<0
y? —1<0

e —1<0, (r,y)€R%

Determine la solucién del siguiente problema y demuestre también que
es un problema de programacién convexa: Minimice F(z,y) = 222+y*—
2xy —bx —2y sujeto a hy(x,y) = 3x+2y < 20, ho(z,y) = bo—2y > —4,
y z,y 2> 0.

(Factorizacion QR)

Dada una matriz A de n x m de rango m con m < n exite una matriz
@Q de n x n ortogonal, es decir Q* = Q7 !, y una matriz R de n x m
triangular superior en los primeros m renglones y con elementos igual
a cero en todos los n — m restantes renglones tal que

A=QR.

Una forma de construir las matrices () y R es a través de las transfor-
maciones de Householder. Dada una matriz A con columnas formadas
por los vectores Ay, ..., A,, de dimension n la matriz P; de la forma

2
~
PIZI_—»t—» 1/017

con v = A + sign(An)oner y ar ={>1, A2 172,

Entonces
AL AL
pA_| 0 Ak 4l
0 . A}Lm

Para cualquier columna ¢ > 1, la matriz P; es igual a
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cond; = (0,..., Al +sign(A oy, AL, AL vy = {E?:i(A;Il)Q}l/Q.
Entonces
QtA:PnPn_l...PlA:R

y R es una matriz con las caracteristicas deseadas.

Aplique el siguiente procedimiento para factorizar las matrices

2 1 1 4
A:<0121)’

1 2 3

0 -1 -2
B= 0 0 1

1 0 O

13. Sea A una matriz que satisface las hipotesis del ejercicio anterior, si
Q@ es la matriz ortogonal de n X n que aparece en su factorizacion QR
entonces si ) se descompone de la forma

Q = [Q1|Q2]

con () una matriz de nxm y (2 una matriz de nx (n—m), las columnas
de @y generan el espacio N(A). Entonces para cualquier vector Z' €
R Qaz € N(A). Usando lo anterior se puede aplicar la factorizacion
de Cholesky para demostrar que una matriz G es positiva definida en
N(A), basta aplicarlo a la matriz ‘Qy G Q2. Demostrar que

cond(Q% G Q3) < cond(G)
y aplicar este procedimiento para demostrar si el problema
Min x3 22

sujetoa:l —z; = 0.

admite un minimo.

14. Demostrar que la matriz de proyeccién al Nucleo de A: Py(4) puede
definirse en términos de las matriz ()3 como

Priay = Q2(Q4 Q)1 Q5,

entonces la matriz de proyeccion al R(A") esta dada por

Priany =1 — Q2(Q% Q2) ™" Q5.



54

CAPITULO 2. OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES



Capitulo 3

Método de gradiente proyectado

En este capitulo se vera el método de gradiente proyectado para resol-
ver numéricamente los problemas con restricciones de igualdad y desigualdad
cuando las restricciones son lineales. En la primera seccién se aplicaran para
el caso de restricciones de igualdad. En la segunda seccién cuando se tienen
restricciones de desigualdad y en la tltima seccion se presenta el Método de
Wolfe. Cabe mencionar que hay numerosos métodos de aproximacion que
buscan sacar provecho de las caracteristicas de la funciéon objetivo y de las
restricciones. Hay métodos especificos para funciones convexas definidas en
conjuntos convexos o funciones cuadraticas con restricciones lineales. Como
en el caso sin restricciones, el tipo de métodos que se presentan son de des-
censo, pero con la diferencia que los elementos de la sucesién deben satisfacer
las restricciones.

3.1. Meétodo de gradiente proyectado
Consideremos que tenemos el siguiente problema

7’ F —
min F(Z),

con () un subconjunto distinto del vacio de ™. Supongamos que el problema
admite una solucion.

Los métodos de descenso para resolver estos problema consisten en lo
siguiente:

95
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dado 7y € €2,
se genera  Z,41 € €2 tal que
fn-i—l = fn + andna

-

con F(z, + ayd,) < F(x,).

3.1.1. Caso de restricciones lineales de igualdad

Consideremos el caso que F' sea una funciéon dos veces continuamente
diferenciable en un abierto que contenga a €2 y que € sea de la forma

Q= {7 e R"|AZ = ¢},

con A una matriz en ", con m < n, de rango completo.

Punto inicial

El primer problema que surge es céomo seleccionar un punto admisible.
La forma maés eficiente es usar la factorizacion QR de la matriz A. Si A €
R"™ es una matriz de rango completo igual a m entonces existe una matriz
ortogonal () € R™*™ y una matriz R € ™™ con transpuesta igual a [R', 0]
y R € R™*™ triangular superior, tal que A = Qﬁ

Observemos que @ = [@Q1, Q2] con Q1 € K™ y Qy € R tal que
QYA =Ry QLA = 0. Entonces resolver el sistema A'T = € es equivalente a
resolver primero

R'z=¢

y posteriormente a determinar ¥ por
=07

El primer sistema tiene soluciéon tnica porque R es una matriz invertible.

Direcciones admisibles

Dado 7y € €2, jcomo garantizamos que el punto ¥; = ¥y + ady también
esté en 7
At(fo + Oédo) = Atl’o -+ @Atdo = 5—|— @Atdo
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y I1 € Q siempre que Atdy =0 = que dy € EN(A") con
EN(A") = {7 € R"|A'y = 0}.

Si la dimension de EC(A) = m < n se tiene que todos los puntos de €
son regulares y la dimensién de EN(AY) =dim EC(A)t = n — m. Basta
con escoger como direcciones de descenso a vectores dy en EN (A") para que
la sucesion generada por el método de descenso permanezca en 2. A estas
direcciones se les conoce con el nombre de direcciones admisibles.

Condiciones de primero y segundo orden

Las condiciones de primero y segundo orden, vistas en el capitulo anterior,
nos permiten asegurar que si A es una matriz de rango completo y existe una
solucion (7*, A*) del sistema

VE(Z) 4+ AN = 0,

Aty =

R

que satisface
JHi(T)y >0 Vg§#0, g€ EN(A)

= I* es un minimo estricto de F' en (2.

Con objeto de desacoplar las ecuaciones (3.1), usaremos el Lema 2.2.2.
de la seccién anterior: si ¥* es un punto admisible y regular de 2 que es
punto extremo de F restringido a {2 entonces resolver el sistema anterior es

equivalente a determinar primero Z* que satisfaga
VE@)Y §=0 Vye ENA) (3.3)

y posteriormente
AN = =V F(z").

3.1.2. Meétodo de Newton

Para determinar numéricamente un punto z* € ) que satisfaga la ecua-
cion (5.2) y (3.3) usaremos el método de descenso; en cada iteracion k + 1
se genera un punto Zp.; que satisfaga (3.3) para la aproximacion lineal de
V F(Z41) por la serie de Taylor alrededor de Z.
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Es decir, se busca un punto 1 que satisfaga

para toda § € EN(A").

Para garantizar que (3.4) se cumple para toda i € EN(A") basta hacerlo
para los elementos de una base. Sea {z1, 29, ..., 2,_m} una base de EN(A")
y sea Z € R™"™ la matriz con i-ésima columna igual a z; entonces en la
iteracion k + 1 se debe cumplir que

0= Z'VF(Z111)-

Recordemos que la direccion de descenso en cada iteracion debe ser una
direccion admisible lo que implica que existe by € R tal que Zby = d y
por lo tanto

0= Z'VF(&) + apZby) ~ Z'VF(Z) + apZ Hp(Z) Zby

Z'Hp(Z0)Z by, = —ZIN F(Z,).

3.1.3. Algoritmo de Newton

1. Dado zq € €.
2. Para k=1,2,... determine la direccién de descenso J;c por
Z'Hp(Z)Z by, = —Z'VF(Z), (3.5)
d, = Zby.
y

Ty = T + O-/kd_;c
con «y, seleccionada para que F(Ty4q1) < F(Z).
3. 8 [|Z'VF(#41)|| < rtol y =Bl <ol =
AtA)\k+1 - —AtVF<fk+1) (37)

_»* o g ~
Y TR Tpg1, AR Apyr.

4. Sino se satisface el criterio de paro regresar a 2 y calcular otra iteracion.
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Observaciones:

1.

. El célculo del multiplicador de Lagrange asociado al minimo

Para comprobar en cada iteracion que las condiciones de segundo orden

se cumplen, el sistema (3.5) debe resolverse por Cholesky.
T se ob-
tiene al resolver

ATAN = —A'VF (7).
En el algoritmo anterior A\ se estima por A\;.1, soluciéon de
AtAAk_;'_l = —AtVF(fk+1)

Este valor se mejora cuando V F'(Z*) se aproxima por medio de los dos
primeros términos de la serie de Taylor cuando se expande alrededor
de T

A'ANp1 = —AVF (Tyi) + He(@1) (@ — 7)) (3.8)

El algoritmo anterior se simplifica si contamos con la factorizacion QR
de la matriz A.

Algoritmo de Newton con factorizacion QR

1.
2.

Dado xg € 2 y A = QR, matriz de rango completo.

Para k =1,2,... determine la direcciéon de descenso J;C por
QbHr(T4)Qa by = —QVF(iy),
dp = Qb
y

Th1 = Tk + ogdy,

con qy, seleccionada para que F(Zgi1) < F(Z%).

Si |QLVF(Zyy1)|| < rtol y W1 =2kl < oy —

2%l
Y &R Tpy1, AR Ay

Si no se satisface el criterio de paro regresar a 2.
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Ejemplos

1. Dada una funcién cuadratica
Flz) = %:E’tG:E _#fte
con G matriz positiva definida, supongamos que
O ={7eR"A'Z=¢},

con A € ™™ de rango completo igual a m.

En este caso el algoritmo de Newton converge en una iteracién ya que

por ser F' cuadratica. Dado &y € €2, la solucion exacta (Z*, A) se obtiene
al resolver

QsGQyby = —QY VF(Z),
T = zo+ Q2507
con VF(Z) = GZy— f y

RX* = —Q'VF(T).

2. Apliquemos lo anterior para determinar el punto en
Q={FfeR22+3y—z2=42—-y—2=1}

cuya distancia al origen es minima.

La funcion objetivo es F(T) = 2% + y* + 2% y A? es de la forma

L (2 3 -1
A‘(1 -1 -1

con rango 2, por lo que todos los puntos de €) son regulares.

Al resolver el problema por multiplicadores de Lagrange se obtiene que

7 = 52(19,11,-13) y X = (=, =) es solucion de las condiciones de
primero y segundo orden por lo cual ©* es un minimo de F' restringido

a €.
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Apliquemos el algoritmo de Newton: sea xy = (0,3/4,—=7/4), VF(Zy) =
Gio = (0,5, 7))y
N(AY = {¥ € R*|¥ = (—4t,t,-5t) te€R}.
Sea Z' = (—4,1,—5) entonces by € R debe satisfacer
ZGZby = Z'V F(i);
por lo que by = —19/84 y

) 0.904761905
do = Zby = | —0.226190476
1.130952381

Entonces
=2+ CZ(') = (0.904761905, 0.523809524, —0.619047619).
Por otro lado,

AAX = — AV F () = X = ( —0.571428571 )

—0.666666667

que coincide con la solucién obtenida analiticamente.

La factorizacion QR de la matriz A es

—0.534522484  0.577350269 0.6172134
Q= | —0.801783726 —0.577350269 —0.15430335
0.267261242 —0.577350269  0.77151675

—3.741657387 1.11022EF — 16

R= 0 1.732050808
0 1.1395E — 16
—0.534522484  0.577350269
Q1= | —0.801783726 —0.577350269

0.267261242 —0.577350269

y Q4 = (0.6172134, —0.15430335,0.77151675). En este caso by = 1.465881825
y do = (0.904761905, —0.226190476, 1.130952381) que coincide con los
calculos anteriores.
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3.2. Caso de restricciones de desigualdad

Consideremos que tenemos el siguiente problema
’ F —
min F(Z),
con
O = {7 e R"h(@) = A7 —-e<0}
un subconjunto distinto del vacio de R". Supongamos que el problema admite
una solucion.

El algoritmo de gradiente proyectado puede generalizarse para el caso de
restricciones de desigualdad. Dado un punto Z € €2, denotemos por I(Z) el
conjunto de indices asociados a las restricciones activas, supongamos que ¢
es la cardinalidad de I(Z). Sea A, la matriz R"*? cuyas columnas son los
gradientes de las restricciones activas. Si el rango de A, es igual a ¢ puede
factorizarse de la forma

A= QR = ()

y Q2 es una base para EN(A!).

Uno de los aspectos que se requiere modificar para adaptar el algoritmo
proyectado cuando se tiene restricciones de desigualdad es que dada una
direccion admisible d_;g, el punto

fk + adk

puede no estar en () para todo valor de a ya que las restricciones pasivas
pueden ser violadas dado que en el calculo de dy solo se toma en cuenta las
restricciones activas. Para garantizar que esto no sucede se calcula, para cada
una de ellas, para cual valor de «

hy(Z + ady,) = hj(Ty) + adld, =0
y se selecciona el valor mas pequeno para toda j; es decir si

—h; ()

= min {3; = — I,
P A Atdy J

11 (xy,

y B # 0, entonces se selecciona oy, = fy; si ademas F'(xg11) < F(xy) entonces
la restriccion t se vuelve activa por lo cual debe incluirse en la matriz A y, en
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consecuencia, actualizarse la factorizacion QR antes de checar si se cumple
la condiciéon de paro. Si a = 0 no hay puntos admisibles que se puedan
obtener a partir de la direcciéon admisible por lo que 11 = T y Fry1 = Fy

Y Gk+1 = Gk-

Algoritmo de gradiente proyectado con restricciones de

desigualdad
1. Dado o € Q, sea I(zg) y Aqo matria de rango completo con factori-
zacion Q)R que denotaremos por (g 0f2,0.
Para k£ =1,2,... determine:
2. Calcular la direcciéon admisible dj, por
Qi Hp(Tx)Q2 ) b = —Qb LGk,
dy = Qb
3. Para seleccionar oy, se hace lo siguiente: sea
 hy(@)
By = mi {f; = ——=—=},
L= = Atdy }
= a,=0y .
fk-i-l = fk + Oékdk.
a) Siag = 0entonces Ty11 = Tk, Frr1 = Fr ¥ Gkr1 = Gk y €S necesario
quitar alguna de las restricciones activas. Ir al Paso 6.
b) Si ay, # 0 entonces Fii1 = F(Zri1) ¥ Grr1 = VF(Zpi1)-
4. Si HQngkHH < rtol y w < rtol =
RNy = — Q11 i (3.10)
VTR Tra1, A= Agy1. Se detiene el algoritmo.
5. Si no se satisface el criterio de paro regresar al Paso 2 a calcular una

nueva direccién.
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6. (Paso para quitar restricciones) Determinar los multiplicadores de La-
grange para el punto T

Rq,kxq,k = —Q;Z@c-
Determinar la componente negativa t de Xq,k que cumple
(Agt)e = min{(Ag); < 0}
y a la matriz A se le quita la t-ésima columna para obtener
Ajc1 g = 1. .ap—1a4...a4).

Se factoriza de la forma
R,
Agii i = [Q;—l,lw 371,;@] ( qol’k ) )

—02 -
con Zy-1x = Q1 ; se regresa al Paso 2.

7. (Paso para incluir restricciones) Sea t a nueva restriccion activa, enton-
ces Agr1 k41 = [Agr ai] v al factorizarla de la forma QR se obtiene

A o [Ql 2 ] Rq+1,k+1
g+1,k+1 — [Wg+1,k+1 Wq+1,k+1 0 :

Calcular nueva direccién. Ir al Paso 4.

Ejemplo

1. Consideremos el siguiente problema del portafolio sin ventas en corto
Min $d* [¥] w,
sujeto a  hy (W) 0.2w; + 0.25wy + 0.15w3 = .24,
hg(w) w1 + Wo + w3z = 1,
—w; < 0 1=1,...,3

con
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La solucién de este problemas es w* = (.2,.8,0). Seleccionamos como
wo a (0.1,0.85,0.05). En este caso gy = (0.02,0.153,0.0075),

0.2 1
Ag=1| 025 1 |,
0.15 1
EN(A") = {7 € R°|2y1 + 25y, + .15y3 = 0; y1 + yo + y3 = 1}
y ZS = (1,—.5,—.5). Como |23§0| = 0.06025 generamos la direccion do
al resolver . . .
ZS[Z]ZObo = —Zégo
cuya solucion es by = 0.213274 y
. 0.213274
—0.106637

Para determinar el valor de g determinamos

B = mﬁin{O.l +0.2132p3;, 0.85 —0.10663732, 0.05 — 0.10663753}

cuyo valor es 3 = 0.468880. Por lo que ag = 0.468880 y #1 = (0.2,0.8,0).
Como F(z1) = 0.0616 < F(xy) = .06621 entonces se procede a calcular
el multiplicador de Lagrange, pero antes se actualiza la matriz A; a

02 1 0
Ai=lo02s1 0 |,
015 1 —1

y resolvemos Aj M\ = —g con § = (0.04,0.144,0). Entonces
X = (—2.08,0.376,0.064)
y como A3 > 0 el algoritmo se detiene por haber encontrado la solucién
oOptima.
2. Apliquemos el algoritmo a una funcién objetivo que no sea cuadréatica.
1
ry
sujeta a T+y=2
x,y >0

min F(z,y) =
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-0.5

Figura 3.1: Region factible {2 con las curvas de nivel de F.

En la Figura 3.1 se presenta €2 y las curvas de nivel de la funciéon F'; un
candidato a ser punto extremo de F' en Q es (1,1) por estar en la curva
de nivel F'(z,y) = 1. Las otras curvas de nivel que cortan al segmento
de recta corresponden a valores mayores.

Dado Zy = (%, %), se tiene que gy = (—%, —

Sl
w|gelm
~_

Hp(3/2,1/2) = (
En este caso el plano tangente en I es
N((3/2,1/2)) = {7 € ®*| yr + 32 = 0}
Una base de N((3/2,1/2)) es {(1,—1)}.
Aplicando el algoritmo anterior se obtiene
by = —3/28 do = (—3/28,3/28).

Para determinar el tamano de a no se puede aplicar el paso 3 del
algoritmo porque la funcién F' no esta definida cuando alguna de las
coordenadas se anula. En este caso se aplica biisqueda lineal exacta
determinando el a que satisface:

dF (Zy 4 audy) 3 3 1 3 -

J— — — —— — — t pr—
dov = V(G = g5+ @ do=0.
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Al resolver se obtiene av = 14/3 por lo que #; = (1,1). Por ltimo,
para checar las condiciones de optimalidad se calcula (1, —1)'q;, como
es igual a cero, (1,1) es el minimo de F' restringido a €.

3.3. Método de Frank-Wolfe

El método de Frank-Wolfe o de gradiente reducido es un método propues-
to por Marguerite Frank and Phil Wolfe in 1956. Es un método iterativo para
problemas de optimizacién no lineales con restricciones lineales y fue inicial-
mente concebido para el caso de funciones objetivo cuadraticas. El método
consiste en lo siguiente: en cada iteracion se aproxima la funcién objetivo por
una funcion cuadratica y se obtienen las condiones de Kuhn-Tucker respecti-
vas. A partir de estos elementos se construye un problema de programacion
lineal en el que las condiciones de Kuhn-Tucker aparecen como restricciones
y la funcién objetivo a minimizar es una combinacion lineal de variables ar-
tificiales, cuyo valor minimo se obtiene cuando éstas son cero. El método no
es competitivo respecto a otros métodos més sofisticados, pero sigue sien-
do muy usado en problemas de muchas dimensiones como los que aparecen
en los problemas de asignacion de trafico. Ilustremos este algoritmo con el
siguiente problema cuadrético.

Sean A € ™"y H € R™*" determinar & € R" y X € R™ tal que

Min{F(z) = 1
sujeto a : A'%¥ = b,

z > 0.

Las condiciones de Kuhn-Tucker correspondientes son:

Hi+ A\ = @
AtF = b,
z > 0.

El problema de programacion lineal asociado se construye de la siguiente
forma: las condiciones de Kuhn y Tucker se imponen como restricciones y de
esta manera una solucién admisible automaticamente cumple las condicio-
nes de Kuhn y Tucker. Por otro lado, se usa el procedimiento de variables
artificiales de programacion lineal para encontrar una soluciéon admisible. Se
introducen tantas variables artificiales y;, no negativas, como restricciones de
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igualdad se tengan: n + m; por ultimo, se propone como funciéon objetivo la
suma de las y;. En suma el problema a minimizar es

n+m

i=1

sujeto a HZ + AN+ L1y = ¢,
A'Z+ Ly = b
zi, Y = 0,

con I, € R>m+n vy [, € R™*™H" matrices por bloques de la forma [; =

Ejemplo

En el caso del problema del portafolio de optimizacién sin ventas en corto
el problema de programacion lineal asociado es

Min Z?:Jrf Yi
sujeto a  Sw + AT + ,u? + 3 (i — )€ =0,
W A+ Yoir =17,
Ttw + Ynt2 = 1,
Wi, Vi, Yi 2 0.
Se puede usar cualquier software para resolver este problema. En parti-

cular Excel tiene el médulo Solver, Mathematica y Matlab tienen subrutinas
especificas de programacion lineal.

3.4. [Ejercicios

1. Resuelva por el método de Frank-Wolfe el problema del portafolio sin
ventas en corto que aparece en la seccion 2.3.

2. Resuelva por el método de Frank-Wolfe el ejercicio 11 del capitulo 2.

3. Resuelva el ejercicio 2 por medio del algoritmo de gradiente proyectado
y compare sus resultados con los obtenidos en el ejercicio anterior.
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4. Adapte el algoritmo de gradiente proyectado para resolver el problema
de programacion convexa que aparece en el ejercicio 10 del capitulo 2.
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